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Resumo

O presente trabalho busca apresentar alguns métodos de resolucéo de equacées do segundo grau
sem 0 uso de formulas prontas. Para isso, primeiramente, faremos uma contextualizagao historica,
evidenciando a historia da equacdo do segundo grau, bem como sua resolucéo ao decorrer da
historia. Encontramos na Mesopotamia, em 1700 a.C, o primeiro registro de resolucGes de
problemas envolvendo equacdes quadraticas, nessa época as equagdes eram resolvidas de forma
retérica, ndo existia ainda o simbolismo algébrico. Ja na Grécia (500 a 200 a.C.), o tratamento
para a resolugdo de equacBes do segundo grau era geométrico. Para expor 0 metodo geométrico
de resolugdo utilizado na Grécia optou-se pela utilizagdo do aplicativo GeoGebra disponivel para
smartphones, devido a importancia da utilizagdo das Tecnologias da Informagdo e Comunicacéo
(TIC) em sala de aula. Por sua vez, na Europa Ocidental Francois Viéte (1540-1603) propde a
resolucdo da equacdo do segundo grau por intermédio de uma substituicdo algébrica, sendo
possivel, também demonstrar através dessa substituicdo a formula resolutiva da equacdo do
segundo grau. Por fim, na Arabia, temos o matematico Al-Khowarizmi (780-850) que descreve a
utilizagdo do método de completar quadrados na resolugdo de equagdes quadraticas em sua obra
“Hisab al-jabr wa'lmugabalah” (ciéncia da restauracdo e da redugdo ou ciéncia das equagdes),
donde se origina a palavra algebra usada atualmente.

Palavras-chave: Algebra. Método de completar quadrados. Historia da mateméatica. Al-

Khwarizmi.
Introducéo

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018) o
estudo das equacdes do segundo grau deve ser iniciado no oitavo ano do ensino
fundamental, com equacdes da forma ax? = b, com a # 0. No nono ano do ensino
fundamental o estudo se expande para as equac6es da forma ax? + bx + ¢, com a # 0. No
nono ano o texto da BNCC salienta que a resolugé@o dessas equacOes deve ser feita por

meio do processo de fatoracdo. Pensando nisso, a proposta deste trabalho é apresentar
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métodos de resolucéo de equacdo de segundo grau sem o uso de férmulas, evidenciando
as técnicas geometricas e algébricas utilizadas pelos diferentes povos para resolugdo de
equacdes quadréticas.

Ha cerca de quatro mil anos ja apareciam problemas que recaiam numa equacéo
do segundo grau em textos escritos em placas de argila na Mesopotamia, e em papiros no
Egito. Assim fica que evidente que a matemaética foi sendo construida ao decorrer da
historia, portanto, podemos afirmar que a matematica € um conhecimento socialmente
construido, ou seja, a matematica € uma construcdo humana. Nesse sentido Chaquiam

(2017) pondera que:

Pesquisas atuais indicam que a inser¢éo de fatos do passado pode ser
uma dindmica bastante interessante para introduzir um determinado
conteido matematico em sala de aula, tendo em vista que o aluno pode
reconhecer a Matematica como uma criagdo humana que surgiu a partir
da busca de soluges para resolver problemas do cotidiano, conhecer as
preocupagdes dos varios povos em diferentes momentos e estabelecer
comparagdes entre 0s conceitos e processos matematicos do passado e
do presente (CHAQUIAM, 2017, p. 14).

Visando relacionar o estudo da algebra com a geometria, optou-se por dar énfase ao

método de completar quadrados para resolucdo de equagfes quadréticas.
Fundamentacéo tedrica

Segundo Domingues (2000), ha cerca de 3500 a.C. antigas civilizacdes ja
resolviam problemas que podem ser, hoje, considerados como equag6es do segundo grau,
isso mesmo antes do termo “dlgebra” ser criado. O autor cita que os problemas eram
resolvidos através de receitas em prosa, que ensinavam como proceder para determinar
as raizes, em exemplos concretos com coeficientes numéricos, ateé a famosa formula geral
de resolucdo. Férmula essa, que adquiriu 0 aspecto que tem hoje, somente quando se
generalizou o uso de letras para representar os coeficientes de uma equacdo, a partir dos
trabalhos de Francois Viéte (1540-1603) e de René Descartes (1596-1650).

Mohammed ibu-Musa Al-Khwarizmi (780-850) foi um matematico, astrénomo,
gedgrafo e historiador. E de seu nome que deriva o termo "algarismo”, em portugués.
Boyer (1974), menciona que Al-Khwarizmi escreveu mais de seis livros sobre matematica
e astronomia, além disso, também foi responsavel pela difusdo de obras matematicas

hindu traduzidas por ele, como a obra De numero hindorum (Sobre a arte hindu de



calcular), onde esta muito bem detalhado o sistema de numeracédo hindu (utilizado hoje),

que muitos atribuiram a ele a autoria deste sistema de numerag&o.

Al-Khwarizmi ndo manifesta nenhuma pretensdo de originalidade
guanto ao sistema, cuja origem hindu ele assume como fato; mas quanto
mais tradugbes latinas de sua obra apareceram na Europa, leitores
descuidados comegaram a atribuir ndo sé o livro, mas a numeracao, ao
autor. A nova notacdo veio a ser conhecida como a de Al-Khwarizmi,
ou mais descuidadamente, algorismi; finalmente o esquema de
numeracdo usando numerais hindus veio a ser chamado simplesmente
algarismo ou algoritmo (BOYER, 1974, p.156).

Segundo Boyer (1974) a principal obra de Al-Khwarizmi tem como titulo Al-jabr
Wa’l mugabalah, de onde origina a palavra algebra. Neste livro Al-Khwarizmi classifica
as equacdes em seis tipos basicos e aponta métodos algébricos e geométricos para a
resolucéo.
- O capitulo | aborda o caso de quadrados igual a raizes, ou na linguagem utilizada hoje,
ax2 = bx, a e b nimeros reais (ndo se conhecia a raiz x=0);
- O capitulo I trata-se do caso de quadrados iguais a nimeros, ou seja, quando ax2 =c, a
e ¢ numeros reais;
- O capitulo 111 abrange o caso de raizes iguais a nimeros, ou seja, quando bx =c,bec
nameros reais;
- No capitulo 1V, ¢é analisado o caso de quadrados e raizes iguais a nimeros, ou seja, ax?
+bx =c, a, b e ¢ nUmeros reais;
- No capitulo V, o caso de quadrados e nimeros iguais a raizes, ou seja, ax2 + ¢ = bx, a,
b e ¢ nimeros reais;
- E por fim, no capitulo VI, o caso de raizes e nimeros iguais a quadrados, ou seja, bx +
c = ax?, a, b e ¢ nUmeros reais.

Cabe ressaltar que apenas as raizes positivas eram consideradas, uma vez que 0s
nlmeros negativos ainda ndo eram conhecidos nesta época. Assim, as equagdes do tipo
ax?+bx +c¢=0ebx+c=0ndo aparecem nessa classificacao, pois ndo possuem solugdes

positivas se todos os coeficientes forem positivos.



Para a equacdo x2+ 10x = 39 Al-Khwarizmi traca um quadrado ab para
representar x2, e sobre os quatro lados desse quadrado coloca retangulos
c, d, e e f, cada um com largura 2 %. Para completar o quadrado maior
€ preciso acrescentar 0s quatro pequenos quadrados nos cantos cada um
dos quais tem uma 4rea de 6 % unidades. Portanto para “completar o
quadrado” somamos 4 vezes 6 "4 unidades ou 25 unidades, obtendo,
pois, um quadrado de &rea total 39 + 25 = 64 unidades (como fica claro
no segundo membro da equa¢do). O lado do quadrado grande deve,
pois, ser de 8 unidades, de que subtraimos 2 vezes 2 ¥ ou 5 unidades,
achando x=3, e provando assim que a resposta encontrada no Cap. IV
esta correta (BOYER, 1974, p. 158).

O método geométrico utilizado por Al-Khwarizmi (conhecido atualmente como
método de completar quadrados) na resolucdo de equagdes do segundo grau, se utilizado
em sala de aula, oportuniza uma aprendizagem mais significativa do contetido, pois exige
que o aluno transite entre as representacGes algébricas e geométricas ao resolver a
equacdo do segundo grau. Nesse contexto Duval afirma que: “A originalidade da
atividade matematica estd na mobilizacdo simultanea de ao menos dois registros de
representacdo ao mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar a todo momento de registro
de representacdo” (DUVAL, 2003, p.14).

Uma Abordagem Histérica da Equacao do Segundo Grau
Mesopotamia

O primeiro registro conhecido da resolucao de problemas envolvendo o que hoje
chamamos de equagéo do segundo grau data de 1700 a.C. aproximadamente, feito numa
tdbua de argila através de palavras. A solucdo era apresentada como uma ‘“receita
matematica” e fornecia somente uma raiz positiva. Os mesopotdmicos enunciavam a
equacao e sua resolucdo em palavras, mais ou menos do seguinte modo:

Qual € o lado de um quadrado em que a area menos o lado da 870? (o que hoje
se escreve: x? — x = 870). E a “receita” era:

Tome a metade de 1 (coeficiente de x) e multiplique por ela mesma, (0,5-0,5 =
0,25). Some o resultado a 870 (termo independente). Obtém-se um quadrado (870,25 =

29,52) cujo lado somado a metade de 1 vai dar (30) o lado do quadrado procurado.
Grécia

Acredita-se que a dificuldade com o tratamento dos numeros racionais e
irracionais, com a falta de praticidade do sistema de numeracdo grego, que era literal,



além do gosto natural pela geometria, levou essa civilizacdo (500 a 200 a.C.) a
desenvolver um tratamento geométrico de muitos problemas matematicos, dentre os quais
a solucdo de equacbes do 2° grau. Um dos processos de que se tem noticia, usado, por
exemplo, na equacéo que hoje se escreve como x? — 10x + 9 = 0 era o seguinte:

Trace o segmento AB = 10. Por P, ponto meédio de AB, levante o segmento
perpendicular PE = 3 (igual a raiz quadrada de 9) e, com centro em E e raio PB, trace
um arco de circunferéncia que corta AB no ponto Q. A raiz desejada sera dada pelo

comprimento AQ.

EQ=PB

D M

A F B

Como efeito, por construcdo, a medida do segmento AQ sera

2
% + \/(?) - (\/5)2 e corresponde a raiz 9 da equagéo.

Para realizac&o dessa atividade utilizaremos o software GeoGebra disponivel para
celular, em virtude da importancia de se utilizar as Tecnologias da Comunicacédo e
Informacdo (TIC) em sala de aula, pois, conforme menciona Ponte (2001), o0s
instrumentos provenientes das TIC oportunizam um tratamento contemporaneo,
reafirmando o papel da linguagem gréafica e de novas formas de representacdo, tornando
relativo a relevancia do célculo e da manipulacdo simbodlica.

Atividade 1) Resolva, utilizando o0 método geométrico visto e o software GeoGebra, a

equagdo x> —5x + 6 = 0.
Europa Ocidental

Embora ainda ndo se usasse o formalismo atual, o processo para resolver
problemas envolvendo as atuais equagfes do 2° grau resumia-se na receita usada por
Bhaskara. Do século XV ao XVII, muitos foram os matematicos que desenvolveram
formas distintas de representar a resolucéo da equagéo do 2° grau.

Para resolver a equacio x? + 2ax = b, Francois Viéte (1540-1603) propds uma
mudanca de variaveis, que transformava a equacao inicial em uma equacdo incompleta.

Os passos por ele utilizados, na notagéo atual, s&o:



1)Sejax+a=u
2) Entdo u? = x? + 2ax + a?
3) Pela equacdo dada x? + 2ax = b, ou seja, u? = b + a?
4 Logo (x+a)’=u:=b+atex=+Vb+a?—a

Para uma equagcdo geral da forma ax? + bx + ¢ = 0, 0 método de Viéte seria:
1)Sejax=u+z
2) Ent&o substituindo em ax? + bx + ¢ = 0, tem-se a(u + z)?> + b(u + z) + ¢ = 0, ou
seja, au® + (2az + b)u+ (az? + bz+c) =0

b

3)Se2az +b =0, tem-se z = —

4) Substituindo z = —% em au? + (2az + b)u + (az? + bz + ¢) = 0, tem-se au? +

b?  b? . b?  b? b%—4ac . b%2—4ac
(———+C)=0,OUSEJa,au2=————C= ,ouainda, u = + .
4a  2a 2a  4a 4a 4a
. T b b2-4ac
5) Finalmente substituindo os valores z = ——e u = £ [———emx = u + z, tem-se
b b2—-4ac . —btVb?—4ac
x=——+= ——, ouseja, x = ————
2a 4a 2a

Atividade 2) Resolva a equagdo 3x2 — 7x + 4 = 0 utilizando o método de Francois
Viéte.

Arébia

Se, por um lado, como diz a tradicdo, os arabes foram responsaveis pelo
desaparecimento do saber ocidental, por outro contribuiram para sua preservacao.
Segundo consta, 0 exterminio se deu quando, em 641 d.C., o califa Omar mandou que
fosse destruida a Biblioteca de Alexandria. E a preservacdo foi obra de trés califas,
considerados os grandes patronos da cultura abassida: al-Mansur, Harum al-Rachid e al-
Mamum, que durante seus reinados foram responsaveis pela tradugdo, do grego para o
arabe, dos mais importantes escritos cientificos conhecidos, entre eles, O Almagesto de
Ptolomeu e Os Elementos de Euclides.

Al-Mamum fundou em Bagd4, no século IX, um centro cientificos similar a
Biblioteca de Alexandria, denominado Casa da sabedoria (Bait al-hikma), para onde
convergiram muitos matematicos, dentre 0s quais Mohamed ibn-Musa Al-Khowarizmi,
que, além de outras obras, escreveu, em 825, Hisab al-jabr wa'lmugabalah (ciéncia da

restauracdo e da reducdo ou ciéncia das equacdes), obra de grande potencial didatico.



Nessa obra, al-Khowarizmi apresenta a equacéo do 2° grau, bem como sua resolucao, de
forma retdrica, além de uma comprovagdo geométrica denominada método de completar
quadrados, método geométrico distinto do utilizado pelos gregos. Em muitos casos
apresentava, tal como seus predecessores somente uma raiz (positiva).

1) Trindbmio quadrado perfeito

Ax2+6x+9=0

(x+3)2=0

x+3=+V0

x+3=0,logox =-3

Geometricamente temos a seguinte situagéo:

Assim, o lado do quadrado é [ = x + 3. Sabendo que a area do quadrado é S = [2,

temos que x2 + 6x + 9 = (x + 3)? = 0, e, portanto, x = —3.



b) x2 —8x+ 16 =0
x2—8x+16=0
(x—4)?=0
x—4=1V0
x—4=0,logox =4

Geometricamente temos a seguinte situacao:

Assim, temos um quadrado de lado x:

Subtraindo a &rea S = 4x de um dos retangulos, temos:




Em seguida, subtraindo a area S = 4x do segundo retangulo, temos:

Assim, podemos observar que a area restante é a do quadrado de cor branca, cujo
lado é [ = x — 4, e, consequentemente, sua area é S = (x — 4)2. Portanto, a equacio
x% — 8x + 16 = 0 pode ser reescrita como (x — 4)? = 0, logo a raiz procurada é x = 4.
2) Equacdes onde se acrescenta numero
a) x2 + 12x = 64
x? +12x = 64
x%+12x +36 = 64 + 36
(x +6)? =100
x + 6 = +V100
x+6==210
x=-61%10
x=-160ux =4

Geometricamente temos a seguinte situacao:

S=x* + S=12x = 5=64

Dividindo o retdngulo em duas partes iguais, temos:

5=12x =

12 6 6



Agora, agrupando as figuras com o intuito de completar um quarado, temos:

5=x7
x
= S=64 +

Assim, o lado do quadrado é I = x + 6, e, portanto, sua area ¢ S = (x + 6)2.
Logo, temos que:
x? +12x = 64
(x +6)2 =64+ 36
(x + 6)% = 100
x + 6 = +V/100
x+6==10
x=-6110

x=-160ux =4



3) Equacdes com o coeficiente a ndo unitario
a)6x2+12x+6=10

x2+2x+1=0

(x+1)?%=0

x+1=+V0

x+1=0

x=-1

Geometricamente temos a seguinte situacao:

§=x* + S=2x n 5=1
x 2 1
Dividindo o retangulo em duas partes iguais, temos:
5=2x — S5=x
2 1 1

Agora, agrupando as figuras de uma outra forma, temos o seguinte quadrado:




Assim, o lado do quadrado é I = x + 1. Sabendo que a area do quadrado é S = 12,
temos que x2 + 2x + 1 = (x + 1)2 = 0, e, portanto, x = —1.

Com os exemplos vistos, podemos apresentar uma resolucdo genérica para a
equacdo do segundo grau. Seja uma equagdo do segundo grau, da forma da forma ax? +
bx + ¢ = 0, onde a, b, e c sdo numeros reais, com a diferente de zero. Para a utilizagdo
do método, é preciso seguir 0s seguintes passos:

1) Dividir a equacao pelo valor de a
2 +2x+5=0
a a
2) lIsolar o termo independente, ou seja, subtrair dos dois lados da igualdade o valor de
<
a
x242x=-%
a a
3) Montar a seguinte representacdo geométrica para a equacao:

a) Construir um quadrado de lado x, ou seja, de area x?;

.. . ~ b . . A . b
b) Adicionar dois retangulos de lados x e o OU seja, dois retangulos de éarea 7%

. , b . . . .
totalizando uma area de —x,a dois lados adjacentes do quadrado, como na figura abaixo:

x 2a
- e

b

2a

~ . . . . b .
Temos entdo que a area da figura construida é exatamente x? + —X, que pelo item

2. tem o valor de — 2

4) Completar, geometricamente, a figura construida no item 3 para que se torne um

quadrado.



2a

Temos entdo que foi adicionado um quadrado de lado %, como indica a figura

anterior. Logo, se antes a area da figura era de — 2 agora temos que a area total da figura

b)z b <
" 4a2

tem o valor de — < + (
a 2a

Observando o quadrado completado, percebemos que ele possui lado igual a x +
b L b2
—, portanto, possui 4rea igual a (x + Z) _
2
Igualando os valores da area do quadrado completado, temos que (x + %) =

b? ¢ b%-4ac b b2-4ac  —-b+Vb%2—-4ac
———= .Logox =—-——+ = :
4a? a 4q? 2a 4qa? 2a

Cabe ressaltar que utilizando o método de completar quadrados para encontrar as

raizes de uma equacdo do segundo grau € possivel identificar o x e 0 y do vértice da
funcdo de segundo grau associada.

Observe nos exemplos:

a) x2 + 12x = 64

x%2 4+ 12x = 64
x%+12x 4+ 36 =64+ 36
(x +6)% = 100

Aqui podemos identificar que o x do vértice ¢ —6 e 0 y do vértice é —100.
b)x2+6x+9=0

x2+6x+9=0

(x+3)2=0

Aqui podemos identificar que o x do vértice € —3 e 0 y do vertice é 0.



C)x?—8x+16=0
x2—8x+16=0
(x—4)>=0
Aqui podemos identificar que o x do vértice € 4 e 0 y do vértice é 0.

De forma genérica, quando utilizamos o método de completar quadrados
chegamos numa expressdo do tipo: (x —x,)2=-y, , onde, x, e y, sdo,
respectivamente, 0 x e 0 y do vértice da funcdo associada. Isso decorre da equacao

reduzida da parabola.
Considerac0es Finais

A oficina atendeu alunos da Educacdo Bésica e do Ensino Superior apresentando
a eles outras ferramentas para resolucdo de equacbes de segundo grau, possibilitando
refletirem sobre os processos de resolucdes, aplicabilidade e viabilidade desses métodos
como alternativas para as formulas.

A histéria da matemaética foi utilizada no intuito de auxiliar na contextualizacéo
historica das diversas maneiras que encontradas por diferentes culturas para solucionar as
situacOes que envolviam equacgdes de segundo grau.

E de extrema importancia para o ensino-aprendizagem de qualquer contelido
matematico é interligar com outras areas de dentro da matematica, ao apresentarmos o
método de completar quadrados fica visivel a forte ligacdo com geometria, para mostrar
para os alunos o processo realizado ao resolvermos essas equacoes.

Podemos salientar que ensino de outros métodos de resolucdo de equacGes de
segundo grau, que ndo sejam através de formulas pode enriquecer as aulas, bem como

ajudar a desenvolver raciocinio légicos dos alunos e sair das aulas ditas tradicionais.
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